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Sobre la conectividad de algunos grafos aleatorios
geométricos

Nicolas Broutin', Luc Devroye?, Nicolas Fraiman?, Gabor Lugosi’

En esta charla se estudian las propiedades de conectividad del siguiente modelo
de grafos aleatorios geométricos, denominados “redes de irrigacién” o “grafos Blue-
tooth”. El grafo depende de dos pardmetros: 7 > 0y el nimero entero positivo c. Los
vértices del grafo estdn representados por n puntos aleatorios distribuidos unifor-
memente en [0, 1]%. Primero se forma un grafo aleatorio geométrico conectando los
pares de puntos cuya distancia es menor que 7. En el segundo paso de construccion
cada vértice elije c de sus vecinos al azar, asi se forman las aristas del grafo. Presen-
tamos varias condiciones sobre los valores de los pardmetros 7 y ¢ que garantizan la
conectividad del grafo con alta probabilidad.
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Grafos para la Mecanica Cuantica
José Ra. Portillo Fernandez!

En este trabajo presentamos algunas aplicaciones de la Teoria de Grafos a la
Mecénica Cudntica tales como entrelazamiento de estados—grafo [1] y correlaciones
contextuales [2]. Para ello se hace uso de distintos pardmetros numéricos (nimero de
independencia, ¥ de Lovasz, nimero de Rosenfeld, nimero de interseccion, rango or-
togonal y nimero e indice cromaticos, entre otros) exponiendo el significado de estos
en relacion con los valores maximos de correlacién cldsicos, cudnticos y genéricos
en un experimento y las dimensiones minimas de los espacios asociados al mismo.
Finalmente expondremos una aplicacién de ambas disciplinas al estudio de las redes
sociales [3].

Keywords: Teoria de grafos, Mecénica cuantica
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Optimal Erdos-Pésa property for pumpkins
Samuel Fiorini!, Gwenaél Joret” and Ignasi Sau®

A class of graphs H satisfies the Erdds-Pdsa property if there exists a function f
such that, for every integer k and every graph G, either G contains £ vertex-disjoint
subgraphs each isomorphic to a graph in H, or there is a set S C V(&) of at most
f (k) vertices such that G \ S has no subgraph in H. ErdGs and Pésa [2] proved that
the set of all cycles satisfies this property with f(k) = O(klog k). Given a connected
graph H, let M(H) be the class of graphs that can be contracted to H. Robertson
and Seymour [5] proved that M (H) satisfies the ErdGs-Pésa property if and only if
H is planar. The best general upper bound for the function f is super-exponential [1],
so it is interesting to find a smaller function for particular cases of the planar graph
H. The c-pumpkin is the graph with two vertices linked by ¢ > 1 parallel edges,
and can be seen as a natural generalization of a cycle. Very recently, Fomin et al. [4]
proved that the graphs that can be contracted to the c-pumpkin satisfy the Erd6s-Pésa
property with f(k) = O(k?). Using completely independent techniques, we improve
this function to f(k) = O(klog k), which is asymptotically optimal [2, 3].

Keywords: Erd6s-Pésa property; packing and covering; planar graphs; graph mi-
nors.

MSC 2010: 05C70, 05C83.
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Curvas elipticas con j = 0, 1728 y grado de inmersion
pequeino
Juan Tena Ayuso!

Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo finito F;, y sea ! el maximo
orden de un subgrupo ciclico < P > de orden primo (y diferente de la caracteris-
tica del cuerpo) de E(Fy). Se denomina grado de inmersion de £ al minimo entero
natural k£ para el que se verifica una de las condiciones equivalentes siguientes:

1 llg% -1
2. F;k contiene un subgrupo ciclico de orden /.

Los sistemas criptogréficos basados en el problema del logaritmo discreto sobre
curvas elipticas con k£ pequefio son vulnerables (ataques MOV y FR), por lo que
son desaconsejables para la implementacion de tales sistemas. Sin embargo curvas
con grado de inmersioén pequefio son necesarias para la Criptografia basada en pai-
rings. Las curvas elipticas supersingulares tienen grados de inmersion k = 1,2, 3,4,6
mientras las ordinarias tienen, en general, grado muy grande.

Aplicacién distorsién para un punto P € E(F,) (generalmente de orden [, ma-
ximo divisor primo del orden de E) es un endomorfismo ¢ de E, definido sobre
Fx, tal que los puntos P, o(P) son linealmente independientes (lo que implica que
e(P,0(P)) # 1 (donde e denota el pairing de Weil), condicién deseable en la Crip-
tografia basada en dicho pairing. Las curvas supersingulares admiten siempre una
tal aplicacién distorsién mientras que las curvas elipticas ordinarias solo la admiten
cuando k = 1 y E(F}) contiene todos los puntos de I-torsién de E.

Se clasifican todas las curvas elipticas supersingulares con j = 0, 1728 definidas
sobre un cuerpo finito Fy, y se explicita en cada caso su grado de inmersién y una
aplicacién distorsion. Asimismo se muestran algunos casos de curvas ordinarias con
tal invariante j y grado de inmersién pequefio y, en su caso, una aplicacion distorsion.

Keywords: elliptic curves, j-invariant, pairings, embedding degree, distortion map

MSC 2010: 14H52; 94A60; 14G50

'Departamento de Algebra, Analisis Matemético, Geometria y Topologia
Universidad de Valladolid

Facultad de Ciencias, Paseo de Belén 7, 47011 Valladolid
tenalagt.uva.es



Congreso de la Real Sociedad Matematica Espafiola
Santiago de Compostela, 21-25 enero 2013

The Wills functional in the Geometry of Numbers

Maria A. Hernandez Cifre
(joint work with Jesiis Yepes Nicolas) '

In 1973, J. M. Wills introduced and studied the functional
n .
WAK) =Y Vi(K)X
i=0

for a convex body K (compact and convex set) of the n-dimensional Euclidean space.
Here, V;(K) represents the so-called i-th intrinsic volume of K, i.e., the (n — i)-
th coefficient (up to a constant) of the Steiner polynomial which is obtained when
the volume vol(K + AB,,) is computed. Wills was mainly interested in its possible
relation with the lattice-point enumerator of K, G(K) = #(KNZ"), and conjectured
that G(K) < W(K) for any convex body K. (Un)fortunately, it turned out to be not
always true, which has led to an increasing interest in this problem.

In this talk I will present a brief survey on the classical results on this topic,
showing families of convex bodies for which the above conjecture holds as well as
counterexamples. Then I will focus mainly in the geometric properties of the roots
of the Wills functional, when it is considered as a formal polynomial in a complex
variable. Its roots turn out to be closely related with another important concept in
Discrete Geometry: the successive minima of a convex body with respect to a lattice.
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The Clique Problem in Ray Intersection Graphs

Sergio Cabello!, Jean Cardinal®, Stefan Langerman’

Ray intersection graphs are intersection graphs of rays, or halflines, in the plane.
We show that any planar graph has an even subdivision whose complement is a ray
intersection graph. The construction can be done in polynomial time and implies that
finding a maximum clique in a segment intersection graph is NP-hard. This solves a
21-year old open problem posed by Kratochvil and Nesetfil.

Keywords: Intersection graph, segment graph, planar graph, even subdivision

MSC 2010: 05C62, 68Q17
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On the Fiedler value of large planar graphs

Lali Barriére'

Clemens Huemer
Dieter Mitsche'
David Orden?

1

The Fiedler value \s, also known as algebraic connectivity, is the second smallest
Laplacian eigenvalue of a graph. We study the maximum Fiedler value among all
planar graphs G with n vertices, denoted by A2max, and we show the bounds 2 +
O(:5) < Xomax < 2+ O(2). We also provide bounds on the maximum Fiedler
value for the following classes of planar graphs: Bipartite planar graphs, bipartite
planar graphs with minimum vertex degree 3, and outerplanar graphs. Furthermore,
we derive almost tight bounds on Aoy, for two more classes of graphs, those of
bounded genus and K}-minor-free graphs.

Keywords: Fiedler value, algebraic connectivity, Laplacian matrix, planar graph,
bounded-genus graph, minor-free graph.

MSC 2010: 05C50
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Particiones balanceadas de medidas en IR?
Pablo Soberén!

En esta platica hablaremos sobre una generalizaciéon de un teorema cldsico de
Stone-Tukey [1] (conocido comunmente como el teorema del sindwich de jamoén).
Dado un entero positivo k£ y d medidas de probabilidad “buenas” 1, o, . . ., ftqg €n
IR?, demostraremos que es posible partir IR? en k conjuntos convexos Cy, Cs, . . . , Cy
de tal forma que p;(C;) = % para todo ¢ y todo j. El caso k£ = 2 es el teorema del
sandwich de jamon.

Keywords: Conjuntos convexos, Particiones de medidas, Borsuk-Ulam

MSC 2010: 52A38, 28A75
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Sucesiones de Sidon infinitas
Javier Cilleruelo!

S. Sidon pregunt6 a Erd6s en 1932 sobre el crecimiento de sucesiones de enteros
positivos con la propiedad de que todas las sumas de dos elementos de la sucesién
son distintas. Erd6s, que celebraria este afio su centenario, llamé sucesiones de Sidon
a estas sucesiones y fueron un tema recurrente en su investigacion hasta que nos
abandonase en busca de “El Libro”.

El crecimiento de una sucesién infinita A se mide por el tamafio de su funcién
contadora A(z) = |AN[1, z]|. ErdGs observé que la sucesion avariciosa (se empieza
en 1 y cada término se define como el menor que se puede afiadir a la sucesién que
no viole la condicién de ser de Sidon) satisface que A(z) > x'/3. Esta sucesién fue
la més densa conocida hasta que Ajtai, Komlos y Szemeredi [1] demostraron en 1981
la existencia de una sucesion infinita con funcion contadora A(zx) > (z log x)l/ 3. En
1998 1. Ruzsa [3] sorprendi6 a la comunidad mateméatica demostrando la existencia
de una sucesién de Sidon con A(zx) > zV2=1+o(1) Tanto la construccién de Ruzsa
como la de Szemeredi y sus colaboradores son construcciones probabilisticas, no
explicitas.

En esta charla presentamos la primera construccién explicita de una sucesion in-
finita de Sidon densa [2]. El crecimiento de esta sucesion es, de hecho, similar al de
la sucesion de Ruzsa. Nuestra construccion utiliza un nuevo método, que explicare-
mos en detalle, basado en el logaritmo discreto. Este método se generaliza bien a las
sucesiones By, aquellas con la propiedad de que todas las sumas de h elementos de
la sucesién son distintas. En particular demostramos, para todo & > 3, la existencia

de una sucesién By, con funcién contadora A(x) > zV (=D +1=(h=1)+o(1)
Keywords: Sidon sequences, Discrete logarithm

MSC 2010: 11B13,05B10
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Semi-Algebraic Constraints, Gaussian Elimination,
and Short Proofs of Unsatisfiability

Albert Atserias'

Despite impressive recent progress in obtaining conditional complexity-theoretic
results, one of the big remaining mysteries is why semi-definite programming appears
to be the optimal polynomial-time algorithm for approximating constraint satisfaction
problems (CSPs). The lack of a complete understanding is illustrated by the fact
that a small generalization of semi-definite programming, the low-degree sum-of-
squares method, remains still a candidate algorithm that could beat the UG-optimal
Goemans-Williamson bound for max-cut. This raises the obvious question: how
powerful low-degree sum-of-squares methods, or more generally low-degree semi-
algebraic proofs, really are? A first observation we offer is that low-degree semi-
algebraic dag-like proofs, unlike their tree-like versions, are able to simulate both
Gaussian elimination over prime fields and bounded-width constraint propagation.
Time permiting, we put the question in the more general context of characterizing
which CSPs have polynomial-size proofs of unsatisfiability in a given proof system.

Keywords: Constraint satisfaction problem, semi-definite programming, maximum
cut

MSC 2010: 68Q17 Computational difficulty of problems, 05C85 Graph algorithms
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Algunas conjeturas sobre descomposiciones de grafos
Anna Lladé'

El objeto de la charla es describir algunos avances recientes en conjeturas sobre
descomposiciones de grafos que llevan cerca de medio siglo abiertas. La conjetura
de Ringel, de 1967, dice que las aristas de un grafo completo de orden impar 2m +
1 se pueden descomponer en copias isomorfas de un drbol arbitrario de m aristas.
Una versidn bipartita fué formulada en 1983 por Graham y Haggkvist, en el sentido
que las aristas del grafo bipartito completo K, ,,, se pueden descomponer en copias
isomorfas de un drbol dado de m aristas.

Ambas conjeturas estan verificadas para clases sencillas de arboles, como cami-
nos, arboles de diametro a lo sumo 5 y otras variedades. Por otra parte se consideran
resultados aproximados sobre el tamafio minimo de un grafo completo que admite
una descomposicion en copias isomorfas de cualquier drbol de m aristas, o el me-
nor arbol en el que se puede sumergir un arbol dado para obtener la descomposicion
deseada. La aplicacién del llamado mérodo polinomial de Alon [1] permite obtener
este tipo de resultados aproximados a ambas conjeturas [2]. En algunas de estas apli-
caciones se requiere que el nimero de aristas del drbol sea un nimero primo. Para
el caso general se pueden utilizar métodos puramente combinatorios [3] que, aunque
algo més débiles, permiten obtener resultados como el siguiente [4]: asintéticamente
con alta probabilidad, un arbol de m aristas descompone las aristas del grafo com-
pleto Ko, 2., y del grafo completo K .,,,2 para cierta constante absoluta c. Las cotas
menores conocidas hasta la fecha requieren 6rdenes del tipo K2 o2 ¥ Kppp3-

Keywords: Descomposiciones de grafos, conjetura de Ringel, conjetura de Graham-
Haggkvist

MSC 2010: 05C51
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Nucleos planos aleatorios
Marc Noy Serrano', Lander Ramos Garrido?

En este trabajo utilizaremos técnicas que nos permitan obtener nuevos resultados
enumerativos sobre grafos planos. Recientemente ha sido hallada la funcién genera-
dora que cuenta grafos planos [1], y a partir de ella se han obtenido ciertos resultados
sobre pardmetros en dichos grafos, como por ejemplo la distribucion asintética de
grados [2]. En nuestro trabajo ampliamos el cdlculo de pardmetros asint6tico a otras
clases de grafos relacionadas. Principalmente nos centraremos en los 2-nicleos pla-
nos, que se definen como los grafos planos conexos que no contienen ningin vértice
de grado menor que 2. Para ello definiremos una ecuacién que relacione la funcién
generadora obtenida en [1] sobre grafos planos con la funcién generadora sobre 2-
nucleos planos, y a partir de ella obtendremos diversos pardmetros asintéticos entre
los que se incluyen:

= Numero de grafos de un cierto tamafio
= Numero esperado de aristas

= Distribucién de los grados

Finalmente daremos algunas ideas sobre como extender estos resultados a 3-
ntcleos planos, y exhibiremos algunos resultados obtenidos, asi como otros que fal-
tan por obtener.

Keywords: Combinatoria Enumerativa, Teoria de grafos, Funciones generadoras
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