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1. (4 puntos) Sean r y s enteros positivos. Cada uno de los nimeros ay, ag, ..., ar, b1, ..., bs es
1 6 2. Considera los ntiimeros que tienen las siguientes representaciones decimales:

a=0.a1a2...ara102...0p ...
b=0.b1by...bsb1by...bs...
.%‘:O.alag...arblbg...bs

Y= 0.b1b2 ... bsa1as ... a,

Muestra que a < b si y sélo si x < y.

Nota: Los niimeros a y b tienen representacién decimal periédica. Los ntimeros x y y tienen
representacion decimal finita.

2. (4 puntos) El cubo n—dimensional C' se descompone en 2" cajas rectangulares més pequenas
por n planos Py, Ps, ..., P, de tal forma que cada eje de C' es perpendicular a exactamente
uno de esos planos. Las 2" cajas se marcan en colores blanco y negro de tal manera que cada
par de cajas vecinas tiene un color diferente.

Supongamos que la suma de los volumenes de las cajas en negro es igual a la suma de los
volumenes de las cajas en blanco. Muestre que al menos uno de los planos Py, Ps, ..., P,
bisecta a C.

3. (5 puntos) Sea n > 2 un entero. Sea f(z) = 2" +a,_ 12" ' +--- +a1x + ap un polinomio con
n raices enteras distintas entre si y distintas de 1. Muestre que:

1 .
n+ 3000 ja;

1+ 305 a5

4. (5 puntos) Los niimeros complejos a, by ¢ satisfacen que al|bc| + b|ca| + c|ab] = 0. Muestre
que

<1+ 1Inn.

|(a = b)(b—¢)(c—a)| > 3v/3|abel.



5. (6 puntos) Se tienen tres circulos wy, wo, w3 en la esfera unitaria S de R®. Supongamos que
para cada par de indices (4,j) con 1 < i < j < 3 existen dos circulos maximos Cj; y Cj; de
S tales que ambos son tangentes a w; y w; y ninguno de los dos separa w; y w;. Los circulos
méximos Cj; y Cj; se intersectan en los puntos F;; y Pj;.

Demuestra que los puntos Pio, Pe3, P31, P13, P3o y P21 estdn en un mismo circulo maximo
de S.
6. (7 puntos) Los enteros no negativos a, b, ¢ y d satisfacen 2ab + 2bc + 2ca — a® — b? — ¢? = d>.

Considera el conjunto X de enteros que se pueden escribir como suma de cuadrados de dos
enteros.

Muestra que a, b y c estan los tres en X si y sélo si el maximo comun divisor de a, b y ¢
estd en X.

7. (8 puntos) Considera

F = {f e C([0,1]) : Vx € [0, 1],

X
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